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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàáîòà ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ
β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð  àëãåáð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ ñî ñïåöèàëüíîé òîïîëîãèåé (β-òîïîëîãèß).
Òàêèå àëãåáðû ßâëßþòñß åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ
ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, ò. å. àëãåáð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà êîìïàêò-
íûõ ìíîæåñòâàõ, íàäåëåííûõ ðàâíîìåðíîé íîðìîé.
Òåîðèß ðàâíîìåðíûõ àëãåáð õîðîøî îòðàæåíà â êíèãå Ò. Ãàìå-
ëèíà "Ðàâíîìåðíûå àëãåáðû".
Ïåðâîé ïóáëèêàöèåé, ïîñâßùåííîé β-ðàâíîìåðíûì àëãåáðàì
ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàòü ðàáîòó R. C. Buck, "Bounded
continuous functions on a locally compact space îïóáëèêîâàííóþ â
Ìè÷èãàíñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå. Ðàáîòû ïîñëåäóþùèõ èñ-
ñëåäîâàòåëåé β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð ïîñâßùàëèñü, ñ îäíîé ñòîðîíû,
ðàñïðîñòðàíåíèþ ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ðàâíîìåðíûõ àëãåáð íà β-
ðàâíîìåðíûé ñëó÷àé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûßñíåíèþ ñâîéñòâ ýòèõ
àëãåáð, ó êîòîðûõ íåò àíàëîãîâ äëß ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Â ïðåäëîæåííîé äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñß òîæå äâà òèïà
çàäà÷: ðàñïðîñòðàíßþòñß èçâåñòíûå óòâåðæäåíèß èç òåîðèè ðàâíî-
ìåðíûõ àëãåáð íà β-ðàâíîìåðíûé ñëó÷àé, è äîêàçûâàþòñß óòâåð-
æäåíèß, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëß β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð ñâßçàí ñ âîçìîæíî-
ñòüþ ïðèëîæåíèß èõ ê âîïðîñàì C∗-àëãåáð, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, òåîðèè
ëîêàëüíî âûïóêëûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ.
Öåëü ðàáîòû. Èññëåäîâàíèå β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, ãîìîëîãè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ àëãåáð, ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðèè îáîáùåííûõ ïî
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Àðåíñó  Çèíãåðó àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà àëãåáðû ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
Îáùàß ìåòîäèêà èññëåäîâàíèß. Â ðàáîòå øèðîêî ïðèìåíßþò-
ñß ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè ìåð,
ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ, òåîðèè
ãîìîëîãèé ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Â ðàáîòå èññëåäîâàíû ãðàíèöàØèëîâà è äðó-
ãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáüåêòû β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð, äàåòñß êðèòå-
ðèé àìåíàáåëüíîñòè òàêèõ àëãåáð, â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîãî ñèí-
òåçà íàéäåíî óñëîâèå ñîâïàäåíèß äâóõ êëàññîâ èíâàðèàíòíûõ àë-
ãåáð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ. Ïîëó÷åí êðèòåðèé
ìàêñèìàëüíîñòè èíâàðèàíòíûõ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî
êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ßâëßåòñß ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé ëî-
êàëüíî âûïóêëûõ àëãåáð, ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà ãðóïïàõ. Ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è â äðóãèõ îáëàñòßõ
ìàòåìàòèêè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû íà:
• ïåðâîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Òèí÷óðèíñêèå
÷òåíèß¿, Êàçàíü, 2006 ã., òðåòüåé êîíôåðåíöèè 2008 ã., ÷åò-
âåðòîé êîíôåðåíöèè 2009 ã.
• íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ìåõàíèêîìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Êàçàíñêîãî ãîñó-
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äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 2007 ã. (ðóêîâîäèòåëü  ä.ô-ì.í.,
ïðîôåññîð À.Í.Øåðñòíåâ);
• Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå  êîíôåðåíöèè
Ñ. Ã. Êðåéíà  2008 ã.
• íàó÷íîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Àðìåíèè ïî
áàíàõîâûì àëãåáðàì è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó, Åðåâàí, 2008 ã.
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 4 ðàáîòû, êîòî-
ðûå îòðàæàþò åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâå-
äåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [3], [4] Ì. È. Êà-
ðàõàíßíó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàáîòå [1] Ñ. À. Ãðè-
ãîðßíó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïî
ðåøåíèþ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà íàáðàíà â ñèñòåìå LaTeX è
ñîäåðæèò 77 ñòðàíèö. Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû 37 íàèìåíîâàíèé.
Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
• Èññëåäîâàíû β-ðàâíîìåðíûå ìàêñèìàëüíûå àëãåáðû è
β-ðàâíîìåðíûå àëãåáðû Äèðèõëå.
• Ââåäåíî ïîíßòèå êîãîìîëîãèè β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû è äîêà-
çàíî, ÷òî èç òðèâèàëüíîñòè ïåðâîé ãðóïïû êîãîìîëîãèé (β-
àìåíàáåëüíîñòè) ñëåäóåò ñîâïàäåíèå β-àìåíàáåëüíîé àëãåáðû
ñ àëãåáðîé âñåõ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà ëî-
êàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå.
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• Â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà íàéäåí êðèòåðèé ñîâïàäå-
íèß äâóõ êëàññîâ èíâàðèàíòíûõ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð íà ëî-
êàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
• Óñòàíîâëåí êðèòåðèé ìàêñèìàëüíîñòè èíâàðèàíòíûõ
β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ
ãðóïïàõ.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Ïåðâàß ãëàâà, ñîñòîßùàß èç ñåìè ïàðàãðàôîâ, ïîñâßùåíà îïè-
ñàíèþ ñâîéñòâ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð. Â íåé, íàðßäó ñ èçâåñòíûìè
ðåçóëüòàòàìè, åñòü íîâûå óòâåðæäåíèß. Ïåðâûå òðè ïàðàãðàôà ïî-
ñâßùåíû ðàçëè÷íûì îïðåäåëåíèßì, èñïîëüçóåìûì â ýòîé ðàáîòå.
Ïóñòü C(Ω)  áàíàõîâà àëãåáðà âñåõ íåïðåðûâíûõ êîìïëåêñíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå Ω, íàäåëåííàß ðàâíî-
ìåðíîé íîðìîé. Çàìêíóòàß ïîäàëãåáðà A àëãåáðû C(Ω) íàçûâàåòñß
ðàâíîìåðíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò êîíñòàíòû è ðàçäåëßåò òî÷êè ìíî-
æåñòâà Ω, ò.å. äëß ëþáûõ x1, x2 èç Ω, x1 6= x2, ñóùåñòâóåò ôóíêöèß
f èç A òàêàß, ÷òî f(x1) 6= f(x2).
Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F â Ω íàçûâàåòñß ãðàíèöåé äëß àëãåá-
ðû A, åñëè supΩ |f | = supF |f |, äëß âñåõ f èç A. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ
ãðàíèö äëß àëãåáðû A åñòü ãðàíèöà Øèëîâà, ò.å. òàêîå íàèìåíüøåå
(ïî âêëþ÷åíèþ) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F , ÷òî supF |f | = supΩ |f |,
äëß âñåõ f èç A. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç ∂A áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàíèöó
Øèëîâà àëãåáðû A. Êàæäàß ðàâíîìåðíàß àëãåáðà îáëàäàåò ãðàíè-
öåé Øèëîâà è îíà åäèíñòâåííà.
Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F â Ω íàçûâàåòñß ìíîæåñòâîì ïèêà äëß
ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß f â A, ÷òî
f(x) = 1, äëß âñåõ x èç F , è |f(x)| < 1, åñëè x èç Ω \ F . Çàìêíóòîå
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ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñß p-ìíîæåñòâîì èëè îáîáùåííûì ìíîæå-
ñòâîì ïèêà äëß àëãåáðû A, åñëè îíî ßâëßåòñß ïåðåñå÷åíèåì ìíî-
æåñòâ ïèêà. Îòìåòèì, ÷òî p-ìíîæåñòâî ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì ïèêà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ßâëßåòñß ìíîæåñòâîì òèïà Gδ.
Ïóñòü Ω  ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî Ω íà-
çûâàåòñß σ-êîìïàêòíûì, åñëè Ω =
⋃∞
n=1 Fn, ãäå êàæäîå Fn  êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Âåçäå â ýòîé ðàáîòå ïîä ëîêàëüíî êîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü σ-êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
Ïðîñòðàíñòâî Cb(Ω) âñåõ íåïðåðûâíûõ, îãðàíè÷åííûõ êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω ßâëß-
åòñß áàíàõîâîé àëãåáðîé îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé íîðìû ‖f‖∞ =
supΩ |f(x)| è ïîòî÷å÷íîãî ïðîèçâåäåíèß. Ïóñòü C0(Ω)  ïîäàëãåáðà
âñåõ ôóíêöèé èç Cb(Ω), îáðàùàþùèõñß â íóëü â áåñêîíå÷íîñòè.
Ìíîæåñòâî X âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
íà Cb(Ω) îáðàçóåò êîìïàêòíîå â *-ñëàáîé òîïîëîãèè ïîäìíîæåñòâî
åäèíè÷íîãî øàðà ïðîñòðàíñòâà Cb(Ω)∗, ñîïðßæåííîãî ê Cb(Ω). Ñ ïî-
ìîùüþ x ∈ Ω ìîæíî îïðåäåëèòü ìóëüòèïëèêàòèâíûé ôóíêöèîíàë
δx : Cb(Ω) → C, ïîëàãàß δx(f) = f(x), äëß âñåõ f ∈ Cb(Ω). Ïîýòî-
ìó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω åñòü ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà X .
Ïðåîáðàçîâàíèåì Ãåëüôàíäà ôóíêöèè f èç Cb(Ω) íàçûâàåòñß
ôóíêöèß fˆ íà X , fˆ(ϕ) = ϕ(f). Î÷åâèäíî, ÷òî f̂g = fˆ gˆ, ò.å. ýòî ïðå-
îáðàçîâàíèå ñîõðàíßåò ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãåëü-
ôàíäà ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì ìåæäó àëãåáðàìè Cb(Ω) è C(X ).
Åñëè àëãåáðó C(X ) íàäåëèòü ðàâíîìåðíîé íîðìîé, òî ýòîò ãîìî-
ìîðôèçì ñòàíåò èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ìåæäó àëãåáðàìè
Cb(Ω) è C(X ). Îòîæäåñòâëßß x è δx, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Cb(Ω)
åñòü ñóæåíèå àëãåáðû C(X ) íà ìíîæåñòâî Ω â X è èçîìåòðè÷åñêèé
èçîìîðôèçì ïîðîæäàåòñß îïåðàòîðîì ñóæåíèß fˆ → fˆ |Ω. Îòñþäà
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íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî Ω âñþäó ïëîòíî â X . Ìíîæåñòâî X íàçû-
âàåòñß êîìïàêòèôèêàöèåé Ñòîóíà  ×åõà ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî
ïðîñòðàíñòâà Ω.
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé èç C0(Ω) îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ïîëóíîðì
{Pg}g∈C0(Ω), ïîëàãàß Pg(f) = ‖fg‖∞. Îïðåäåëåííàß òàêèì îáðàçîì
òîïîëîãèß íàçûâàåòñß β-òîïîëîãèåé íà Cb(Ω). Áàíàõîâó àëãåáðó
Cb(Ω), íàäåëåííóþ β-òîïîëîãèåé, áóäåì îáîçíà÷àòü Cβ(Ω). Îòìå-
òèì, ÷òî β-òîïîëîãèß ßâëßåòñß ëîêàëüíî âûïóêëîé òîïîëîãèåé, ïî-
ðîæäåííîé ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì {Pg}g∈C0(Ω).
ÏóñòüM(Ω)  ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ðåãóëßðíûõ áîðåëåâ-
ñêèõ ìåð íà Ω. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Cβ(Ω)∗,
ñîïðßæåííûì ê Cβ(Ω). Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äàåòñß îïðåäåëåíèå
β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû.
Çàìêíóòàß ïîäàëãåáðà A àëãåáðû Cβ(Ω) íàçûâàåòñß β-
ðàâíîìåðíîé, åñëè îíà ñîäåðæèò êîíñòàíòû è ðàçäåëßåò òî÷êè ìíî-
æåñòâà Ω (ò. å. äëß ëþáûõ x1, x2 ∈ Ω, x1 6= x2, ñóùåñòâóåò ôóíêöèß
f ∈ A, òàêàß ÷òî f(x1) 6= f(x2)). Ðàâíîìåðíàß òîïîëîãèß ñèëüíåå
β-òîïîëîãèè, ïîýòîìó β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà ßâëßåòñß çàìêíóòîé
ïîäàëãåáðîé àëãåáðû Cb(Ω) è â ðàâíîìåðíîé íîðìå.
Àëãåáðó A, íàäåëåííóþ ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèåé, áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç A∞. Ïóñòü M(A∞)  ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèîíàëîâ àëãåáðû A∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
M(A) ìíîæåñòâî âñåõ β-íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðûA. Î÷åâèäíî,M(A) åñòü
ïîäìíîæåñòâî â M(A∞).
Ïóñòü ∂A∞ áóäåò îáîçíà÷àòü ãðàíèöóØèëîâà àëãåáðûA∞. Ìíî-
æåñòâî ∂A∞ ∩ Ω áóäåì íàçûâàòü β-ãðàíèöåé Øèëîâà àëãåáðû A è
îáîçíà÷àòü ∂A, ýòî ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðß, ìîæåò áûòü è ïó-
ñòûì.
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Ïðåäëîæåíèå 1.4.1. Ïóñòü ∂A∞ = ∂A. Òîãäà M(A) =
M(A∞).
Â ïßòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû â òåðìèíàõ îðòîãîíàëüíûõ ìåð
äàåòñß îïèñàíèå p-ìíîæåñòâà β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Ïóñòü µE  ìåðà, ïîëó÷åííàß ñóæåíèåì ìåðû µ èç M(Ω) íà
ìíîæåñòâî E. Ïóñòü A⊥ ïðîñòðàíñòâî ìåð èç M(G), îðòîãîíàëüíûõ
ê àëãåáðå A. Âîîáùå ãîâîðß, åñëè ìåðà µ èç A⊥, à E  ïðîèçâîëü-
íîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Ω, òî ìåðà µE íå îáßçàíà ïðèíàäëåæàòü
ïðîñòðàíñòâó A⊥.
Òåîðåìà 1.5.1. Ïóñòü E  çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ëîêàëü-
íî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω, è E ßâëßåòñß p-ìíîæåñòâîì
äëß β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A íà Ω. Òîãäà, äëß ëþáîé ìåðû µ èç
A⊥, ìåðà µE òàêæå ïðèíàäëåæèò A⊥.
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ââîäßòñß è èññëåäóþòñß β-ðàâíîìåðíûå
àëãåáðû Äèðèõëå è β-ðàâíîìåðíûå ìàêñèìàëüíûå àëãåáðû.
Äëß êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè f íà Ω ÷åðåç Re(f) áóäåì îáî-
çíà÷àòü å¼ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü (f =Re(f) + iIm(f)). Ïðîñòðàíñòâî
Cβ(Ω) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Cβ(Ω) = Cβ(Ω)R + iCβ(Ω)R, ãäå
Cβ(Ω)R  ïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω, íàäåëåí-
íîå β-òîïîëîãèåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A  àëãåáðà Äèðèõëå, åñëè
ïðîñòðàíñòâî Re(A) = {Re(f) ∈ Cβ(Ω)R : f ∈ A} ïëîòíî â Cβ(Ω)R.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ β-ðàâíîìåðíóþ àë-
ãåáðó. β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà A íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ω íàçûâàåòñß ìàêñèìàëüíîé, åñëè A 6= Cβ(Ω) è íå ñóùåñòâóåò
β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû, çàêëþ÷åííîé ñòðîãî ìåæäó A è Cβ(Ω).
Ïóñòü F  çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Ω è Y = Ω\F . Îáîçíà÷èì
÷åðåç AY (ñîîòâåòñòâåííî AF ) çàìûêàíèå â Cβ(Y ) (ñîîòâ. Cβ(F ))
ñóæåíèß β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A íà Y (ñîîòâ. F ). Î÷åâèäíî, AY
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è AF  β-ðàâíîìåðíûå àëãåáðû ñîîòâåòñòâåííî íà Y è F .
Òåîðåìà 1.6.2. Ïóñòü A  β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà Äèðèõëå,
A 6= Cβ(Ω), íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω, è F  p-
ìíîæåñòâî äëß A. Òîãäà AY è AF ßâëßþòñß àëãåáðàìè Äèðèõëå
ñîîòâåòñòâåííî íà Y è F , åñëè ïðè ýòîì AF = Cβ(F ), òî AY
åñòü ñîáñòâåííàß ïîäàëãåáðà àëãåáðû Cβ(Y ).
Ìàêñèìàëüíûå àëãåáðû îáëàäàþò íåñêîëüêî èíûì ñâîéñòâîì.
Òåîðåìà 1.6.3. Ïóñòü A  ìàêñèìàëüíàß β-ðàâíîìåðíàß àë-
ãåáðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω, F  p-ìíîæåñòâî.
Òîãäà ëèáî AY  ìàêñèìàëüíàß β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà íà Y , à
AF = Cβ(F ) (Y = Ω \ F ), ëèáî AF  ìàêñèìàëüíàß β-ðàâíîìåðíàß
àëãåáðà íà F , à AY = Cβ(Y ).
Ïóñòü ∆  êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, A  ðàâíîìåðíàß àëãåáðà
íà ∆ è E  ìíîæåñòâî ïèêà äëß àëãåáðû A. Ìíîæåñòâî E íàçû-
âàåòñß èíòåðïîëßöèîííûì ìíîæåñòâîì ïèêà, åñëè ñóæåíèå A|E
àëãåáðû A íà E ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà E (A|E = C(E)). Ïóñòü E  èíòåðïîëßöèîííîå ìíîæåñòâî ïèêà,
Ω = ∆ \ E è A0  çàìûêàíèå ñóæåíèß A|Ω â Cβ(Ω).
Òåîðåìà 1.6.4. Ïóñòü A  ìàêñèìàëüíàß ðàâíîìåðíàß àëãåáðà
íà ∆. Òîãäà A0  β-ðàâíîìåðíàß ìàêñèìàëüíàß àëãåáðà íà Ω. Åñëè
A  ðàâíîìåðíàß àëãåáðà Äèðèõëå, òî A0  β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà
Äèðèõëå.
Â ïîñëåäíåì ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èññëåäóþòñß ìàê-
ñèìàëüíûå ìíîæåñòâà àíòèñèììåòðèè β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñß ìíîæå-
ñòâîì àíòèñèììåòðèè äëß β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A, åñëè àëãåá-
ðà A|F íå ñîäåðæèò âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îòëè÷íûõ îò ïîñòîßí-
íîé.
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Âòîðàß ãëàâà ïîñâßùåíà âîïðîñàì àìåíàáåëüíîñòè β-
ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Ïóñòü X  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ßâëßþùååñß îäíîâðåìåííî
áàíàõîâûì A∞-áèìîäóëåì. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X åñòü β-ïîëíûé
A∞-áèìîäóëü, åñëè èç òîãî, ÷òî ñåòü {fi}i∈I â A ñõîäèòñß ê f0 â β-
òîïîëîãèè ñëåäóåò, ÷òî äëß ëþáîãî x èç X ñåòè {fix}i∈I è {xfi}i∈I
ñõîäßòñß ê ýëåìåíòàì f0x è xf0 ñîîòâåòñòâåííî, â íîðìå áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà X. Áèìîäóëüíàß îïåðàöèß íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
X çàäàåò áèìîäóëüíóþ îïåðàöèþ íà ñîïðßæåííîì ïðîñòðàíñòâå X∗
ê X : (fϕ)(x) = ϕ(xf), (ϕf)(x) = ϕ(fx), äëß âñåõ f ∈ A, x ∈ X ,
ϕ ∈ X∗.
Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϕ èç X∗ íàçîâåì *-ñëàáî β-íåïðåðûâíûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî {fi}i∈I β-ñõîäèòñß â A ê f0 ñëåäóåò, ÷òî ñåòè ôóíê-
öèîíàëîâ {fiϕ}i∈I è {ϕfi}i∈I â ñëàáîé òîïîëîãèè ñõîäßòñß ê f0ϕ è
ϕf0 ñîîòâåòñòâåííî.
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå D : A∞ → X íàçûâàåòñß X- äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè D(fg) = fD(g) + D(f)g, äëß ëþáûõ f, g
èç A∞. Îòîáðàæåíèå δx : A∞ → X, çàäàâàåìîå ôîðìóëîé δx(f) =
[f, x] = fx − xf , x ∈ X, íàçûâàåòñß âíóòðåííèì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z1(A, X) ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ
X-äèôôåðåíöèðîâàíèé è ÷åðåç B1(A, X)  ïðîñòðàíñòâî âñåõ âíóò-
ðåííèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ôàêòîð-ãðóïïà
H1(A, X) = Z1(A, X)/B1(A, X)
íàçûâàåòñß ïåðâîé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé àëãåáðû A∞ ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â A∞-áèìîäóëå X. Ñâßçü êîãîìîëîãèé òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáð
ñî ñâîéñòâàìè ýòèõ àëãåáð ìîæíî íàéòè â êíèãàõ À. ß. Õåëåìñêîãî
"Áàíàõîâû è ïîëèíîðìèðîâàííûå àëãåáðû" è "Ãîìîëîãèß â áàíàõî-
âûõ è òîïîëîãè÷åñêèõ àëãåáðàõ".
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå D : A∞ → X íàçûâàåòñß β-íåïðåðûâíûì,
åñëè èç òîãî, ÷òî ñåòü {fi}i∈I â A ñõîäèòñß â β-òîïîëîãèè ê f0, ñëå-
äóåò, ÷òî ñåòü {D(fi)}i∈I ñõîäèòñß â íîðìå ïðîñòðàíñòâà X ê D(f0).
Ïóñòü X åñòü β-ïîëíûé A∞-áèìîäóëü. Òîãäà äëß ëþáîãî x âíóò-
ðåííåå äèôôåðåíöèðîâàíèå δx ßâëßåòñß β-íåïðåðûâíûì. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Z1β(A, X)  ïðîñòðàíñòâî âñåõ β-íåïðåðûâíûõ äèôôåðåí-
öèðîâàíèé. ßñíî, ÷òî êàæäîå β-íåïðåðûâíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå
D : A∞ → X ßâëßåòñß íåïðåðûâíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì èç A∞
â X, è Z1β(A, X) åñòü àáåëåâà ïîäãðóïïà ãðóïïû Z1(A, X). Ïîýòîìó
äëß β-ïîëíîãî A∞-áèìîäóëß X ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå H1β(A, X) ⊂
H1(A, X).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü Z1β(A, X∗)  àáåëåâó ãðóïïó âñåõ
β-íåïðåðûâíûõ â *-ñëàáîé òîïîëîãèè äèôôåðåíöèðîâàíèé D : A →
X∗, ò. å. åñëè ñåòü {fi}i∈I â A β-ñõîäèòñß ê f0, òî ñåòü ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ {D(fi)}i∈I â *-ñëàáîé òîïîëîãèè â X∗ ñõîäèò-
ñß ê D(f0), è Z1(A, X∗)  àáåëåâó ãðóïïó âñåõ íåïðåðûâíûõ â *-
ñëàáîé òîïîëîãèè äèôôåðåíöèðîâàíèé D : A∞ → X∗. Î÷åâèäíî,
÷òî Z1β(A, X∗) åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû Z1(A, X∗).
Ñîãëàñíî Á. Äæîíñîíó, áàíàõîâà àëãåáðà A∞ íàçûâàåòñß àìåíà-
áåëüíîé, åñëè ãðóïïà H1(A, X∗) = Z1(A, X∗)/B1(A, X∗)  òðèâè-
àëüíà, äëß ëþáîãîA∞-áèìîäóëßX, ãäå B1(A, X∗) àáåëåâà ãðóïïà,
ñîñòîßùàß èç âíóòðåííèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé δϕ(a) = aϕ− ϕa.
Íàçîâåì àëãåáðó A β-àìåíàáåëüíîé, åñëè ãðóïïà H1β(A, X∗) =
Z1β(A, X∗)/B1(A, X∗)  òðèâèàëüíà, äëß ëþáîãî β-ïîëíîãî A∞-
áèìîäóëß X . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A  àìåíàáåëüíàß àëãåáðà, òî
A  β-àìåíàáåëüíà, ò. å. èç óñëîâèß H1(A, X∗) = 0, äëß ëþáîãî
A∞-áèìîäóëß X, ñëåäóåò, ÷òî H1β(A, X∗) = 0, äëß ëþáîãî β-ïîëíîãî
A∞-áèìîäóëß X.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû.
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Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü A åñòü β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèß ýêâèâàëåíòíû:
(a) A = Cβ(Ω),
(b) A  β-àìåíàáåëüíàß àëãåáðà.
Äàííîå óòâåðæäåíèå åñòü àíàëîã òåîðåìû Ì. Øåéíáåðãà äëß
ðàâíîìåðíûõ àëãåáð.
Ïîñëåäíßß ãëàâà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîñâßùåíà èññëåäîâà-
íèþ β-ðàâíîìåðíûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóï-
ïàõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Ïåðâûé è âòîðîé ïàðàãðà-
ôû ýòîé ãëàâû íîñßò ââîäíûé õàðàêòåð.
Ïóñòü G  ñâßçíàß ëîêàëüíî êîìïàêòíàß àáåëåâà ãðóïïà è Ĝ 
ãðóïïà å¼ õàðàêòåðîâ. Ïóñòü L1(G, dσ)  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
âñåõ èíòåãðèðóåìûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé
ãðóïïå G ñ íîðìîé ‖f‖1 =
∫
G |f |dσ, f ∈ L1(G, dσ).
Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f èç L1(G, dσ) íàçûâàåòñß
ôóíêöèß f̂ íà Ĝ, òàêàß ÷òî f̂(χ) =
∫
G f · χdσ.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû èññëåäóåòñß ðßä ñâîéñòâ β-
ðàâíîìåðíûõ àëãåáð èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ëîêàëü-
íî êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå G.
Ïóñòü S  íåêîòîðàß ïîäïîëóãðóïïà ãðóïïû õàðàêòåðîâ Ĝ, ñî-
äåðæàùàß åäèíè÷íûé ýëåìåíò è ðàçäåëßþùàß òî÷êè ãðóïïûG. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç P (S) àëãåáðó îáîáùåííûõ ïîëèíîìîâ, ïîðîæäåííûõ
ïîëóãðóïïîé S, ò. å. ôóíêöèé âèäà q =
∑nq
n=1 cnχn, ãäå χn  õàðàê-
òåðû èç ïîëóãðóïïû S è cn èç C. Ïóñòü AS  ïîïîëíåíèå P (S) â
β-òîïîëîãèè.
Ëåììà 3.3.1. Ïîëóãðóïïà AS ∩ Ĝ ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ïî-
ëóãðóïïû S â ëîêàëüíî êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïå õàðàêòåðîâ Ĝ.
Ïóñòü L èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ çàìêíóòîå â *-
ñëàáîé òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L∞(G, dσ). Ñïåê-
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òðîì Sp(L) ïðîñòðàíñòâà L íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ
L∩Ĝ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {Si}i∈Λ ñåìåéñòâî âñåõ îòêðûòûõ â Ĝ îêðåñò-
íîñòåé ïîëóãðóïïû S. Êàæäîå ìíîæåñòâî Si ïîðîæäàåò èäåàë
ISi = {f ∈ L1(G, dσ) : f̂(χ) = 0, ∀χ ∈ S}.
Î÷åâèäíî, ∪ΛISi  èäåàë áàíàõîâîé àëãåáðû L1(G, dσ). Ïóñòü JS
åñòü çàìûêàíèå ýòîãî èäåàëà â L1(G, dσ). Ýòîò èäåàë ßâëßåòñß ìè-
íèìàëüíûì ñðåäè âñåõ èäåàëîâ, ßäðî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ïîëóãðóï-
ïîé S. Ìàêñèìàëüíûì ñðåäè òàêèõ èäåàëîâ åñòü èäåàë IS = {f ∈
L1(G, dσ) : f̂(χ) = 0, ∀χ ∈ S}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóãðóïïà S
ßâëßåòñß ïîëóãðóïïîé ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà, åñëè JS = IS.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà ßâëßåòñß
Òåîðåìà 3.4.1. Ïóñòü A  ìàêñèìàëüíàß èíâàðèàíòíàß îò-
íîñèòåëüíî ñäâèãîâ β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîìïàêò-
íîé àáåëåâîé ãðóïïå G, ñïåêòð êîòîðîé åñòü ïîëóãðóïïà S. Ñëåäó-
þùèå óñëîâèß ýêâèâàëåíòíû:
a) A = AS;
b) S  ïîëóãðóïïà ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà.
Â ñëåäóþùèõ òðåõ ïàðàãðàôàõ èññëåäóþòñß ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà
β-èíâàðèàíòíûõ àëãåáð íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ òðåõ ïàðàãðàôîâ.
Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü A  èíâàðèàíòíàß îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G. Òîãäà
ãðóïïà G ßâëßåòñß ãðàíèöåé Øèëîâà äëß β-ðàâíîìåðíîé àëãåáðû A
è êàæäàß òî÷êà èç G ßâëßåòñß p-òî÷êîé äëß àëãåáðû A.
Òåîðåìà 3.6.1. Ïóñòü A  èíâàðèàíòíàß îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé ãðóïïå G, è
ïóñòü Γ  ìàêñèìàëüíàß ïîäãðóïïà â ãðóïïå õàðàêòåðîâ Ĝ, ñîäåð-
æàùàßñß â A. Òîãäà
14
a) Γ  çàìêíóòàß ïîäãðóïïà â ãðóïïå Ĝ;
b) êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî àíòèñèììåòðèè àëãåáðû
A åñòü êëàññ ñìåæíîñòè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå Γ⊥ = {α ∈ G :
χ(α) = 1 äëß âñåõ χ èç Γ}.
Òåîðåìà 3.7.3. Ïóñòü A  èíâàðèàíòíàß îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ ìàêñèìàëüíàß β-ðàâíîìåðíàß àëãåáðà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé
àáåëåâîé ãðóïïå G. Òîãäà ïîëóãðóïïà A∩ Ĝ çàäàåò ïîëíûé àðõèìå-
äîâ ïîðßäîê íà ãðóïïå Ĝ.
Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èññëåäó-
þòñß òî÷å÷íûå äèôôåðåíöèðîâàíèß èíâàðèàíòíûõ β-ðàâíîìåðíûõ
àëãåáð è àëãåáð, ïîðîæäåííûõ ïîëóãðóïïàìè.
Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü íà-
ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ. À. Ãðèãîðßíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ðåêî-
ìåíäàöèè â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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